Paradosso dei condensatori analizzato con LTSpice

Siano dati due condensatori come in figura, per semplicita supposti della
stessa capacitd (ma non € un requisito necessario), dei quali C1 a
interruttore SW aperto e a potenziale V1 diverso da zero mentre €2 ¢é a
potenziale nullo

) ‘sw
a
v(Cl)=vi
Fig.1

Considerando i componenti ideali, compreso l'interruttore SW e il cablaggio
con resistenza ohmica R=0, la carica Q, =C}V, immagazzinata inizialmente
nel primo condensatore, dopo il fransitorio dovuto alla chiusura
dell'interruttore, si suppone doversi ridistribuire tra i due condensatori in
modo che sia /| =V, e che quindi non circoli piti corrente nel circuito.

Dovendo essere Q=0 +0Q, ed essendo C =C,=C si avra che

Ql = CIVI = C(‘Vlﬁrmle + ‘Vzﬁrmle) e per‘C|o Vlﬁnale = sz

Sfinale

1 - C
:EVl per cui l'energia iniziale

| e e el e . 1
E, =5C1 V2 si ridistribuird sui due condensatori come E  =E, =§C1 V2.

Pertanto la somma delle energie sui due condensatori vale meta di quella

iniziale £, +E, = 2*%C1 V2 :%C1 V2.

By .« . ) \ 1 ) . « e e
Dov'e finita l'altra meta ZCI V> dell'energia iniziale?

Questa storia del paradosso dei condensatori io la lessi nel dicembre 1968
in una nota di Camillo Cuvaj, American Journal of Physics 36, Issue 10,
p.909-910 (October 1968). Nella bibliografia |'autore citava due famosi
manuali universitari di fisica, edizioni del 1955 e 1966, criticando il fatto
che il problema venisse dato con soluzioni non ben discusse.
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Egli pero a sua volta dava una soluzione che non mi convinceva.

Mi interessai a questo problema perché all'epoca ero un appassionato di
elettronica che praticavo fin dalle medie e per tutti gli anni di liceo
scientifico. Percio avendo all'epoca gia una lunga pratica di elettronica
pensai che se in un circuito ideale CRC la R tende a zero ovviamente anche
la dissipazione ohmica va a zero e al limite per R=0 non si ha piu dissipazione
ohmica. Rimane un circuito CC in cui, se le cose fossero andate come
ipotizzato dal paradosso, I'energia mancante poteva essere giustificata solo
da un'emissione di energia elettromagnetica che sommata all'energia
elettrostatica residua immagazzinata nei condensatori facesse tornare il
bilancio energetico: insomma il principio di conservazione dell'energia non
poteva essere in discussione.

Ci poteva essere unaltra possibilita, ovvero che le cariche elettriche
passassero da un condensatore all'altro in modo che in ogni istante
I'energia potenziale iniziale fosse la somma di energia potenziale pil
cinetica delle cariche, come in un pendolo senza attrito.

Quest'altra possibilita mi convinceva poco in quanto per ottenere
un'oscillazione persistente sapevo che occorre un circuito CL mentre nel
paradosso si assumeva implicitamente oltre R=0 anche L=0.

All'epoca ero gia conscio che lo schema di un circuito elettrico & solo un
disegno su un pezzo di carta. Esso puo rappresentare soltanto certi aspetti
della realta dipendentemente dalle proprieta che attribuiamo agli elementi
disegnati, ovvero & quel che si dice un modello della realta.

Il modello a parametri concentrati ipotizza che si possano trascurare la
forma fisica del circuito e persino le sue dimensioni (che si ritengono nulle)
considerando solo la sua topologia, ovvero la sola struttura del grafo
corrispondente alle connessioni di componenti discreti, sostituendo
le equazioni di Maxwell con le pit semplici leggi di Kirchhoff il che implica,
tra l'altro, che le tensioni e le correnti siano solo funzioni del fempo: V(%)
e I(t) e che i fili di collegamento abbiano resistenza nulla. L'aggiunta
dell'ipotesi di componenti ideali assume ulteriormente che ciascun
componente rappresenti un singolo parametro circuitale come, ad esempio,
capacita, induttanza, resistenza, ecc.

In generale la schematizzazione del circuito a parametri concentrati &

. N . , 2Dv . C s . .
praticabile se e soddisfatta la relazione —™* « 1 in cui D e la dimensione
C



geometrica massima del circuito, v, la frequenza massima presente nel
circuito, ¢ la velocita della luce.

Nel modello a parametri distribuiti o modello linea di trasmissione invece
i parametri circuitali sono distribuiti con continuita attraverso la struttura
fisica del circuito in elementi circuitali infinitesimali inclusi i fili di
collegamento. Le tensioni e le correnti sono sia funzioni del tempo che dello
spazio: V(t,x) e I(tx).

Altri tipi di struftture elettromagnetiche necessitano invece dell'uso
diretto delle equazioni di Maxwell.

L'estrema idealizzazione circuitale del paradosso mi creava diversi
problemi nei calcoli. L'assenza di una induttanza L nel circuito mi faceva
intuire che ci fosse una singolarita infinita nell'intensita della corrente e
che non si potesse definire una frequenza d'oscillazione. Per quanto
concerneva l'eventuale emissione elettromagnetica non si specificavano le
dimensioni del circuito. Pertanto decisi di attaccare il problema trattando
il paradosso come limite di circuiti con componenti ideali CRC, CRLC, CRL
e CL a parametri concentrati cercando di calcolarne I'eventuale emissione
elettromagnetica. Ma mi occorreva un modello per quest'ultima.

Nel novembre del 1968 avevo appena iniziato il mio corso di studi in Fisica
e andavo comperando di seconda mano i manuali per gli esami. Uno dei
manuali che avevo acquistato di seconda mano, prezzo 2/3 di 5500 lire di
copertina, presso la Libreria Medica Universitaria di Via A. Borelli 11, anche
se mi sarebbe servito solo al IT anno, era Fisica Generale, Parte II,
Edoardo Amaldi, Ed. 1965, che ancora conservo! Lo acquistai subito perché
mi interessava approfondire I'elettromagnetismo anche indipendentemente
dal futuro esame. Sulla prima pagina era scritto il nome del precedente,
almeno credo, possessore del libro: Pier Pio Troiani!

Proprio alle pp.461-462, ' Amaldi calcolava per un oscillatore hertziano di
lunghezza ! la seguente formula

_472' .2 [ 2_160 2.2 [ 2_1 914 2 [ ?
W_—3 Lol 7 7Tl ro i 579,141, 7
in cui

W = potenza irradiata in watt

Z,= impedenza spazio=377 () = 120m
i, = quadrato corrente efficace in A

[ = dimensioni lineari antenna in metri



A= lunghezza in metri onda irradiata=1=cT =< dove v=frequenza onda
14

emessa e c=velocita luce.
Dalla formula di sopra si puoc definire una resistenza di radiazione

2
R, :?:1579,14 (%j che si puo pensare in serie all'eventuale resistenza

leff
ohmica e che costituisce I'altra modalita di dissipazione dell'energia.
In mancanza d'altro assunsi questo modello per calcolare l'irraggiamento
elettromagnetico. I calcoli sembrarono confermare la mia intfuizione
anticipata sopra: o effetto Joule o irraggiamento o entrambi, e quindi
accantonai il problema e non ci tornai pit su, non solo durante tutto il mio
corso di studi universitari ma anche nei decenni successivi.
Cio fino ad alcuni mesi fa quando mi sono imbattuto in due articoli che
analizzavano il paradosso in modo piu approfondito anche se alla fine
arrivavano alle mie stesse conclusioni.
Uno degli articoli  di Elio Fabri "Sulla scarica di un condensatore” del 2014,
Questo autore assimila un circuito CRLC ad una spira circolare, il che
sembra pil appropriato di un dipolo hertziano, e ne calcola la potenza
irradiata (radiazione di dipolo magnetico perché quella di dipolo elettrico &
trascurabile) come

T 271 271\ 7\ 7Y
W=—ZOIZ(—) =2O72'212(—j =32072'612(—j =3,O76x10512(—j
6 ) ) A A

in cui W = potenza irradiata in watt, Z = impedenza spazio=377 ) = 120xm
€1, I=corrente nella spira in A, r=raggio della spira in m, A=lunghezza
d'onda emessa in m.

Un'altra derivazione, che conduce alla stessa formula, é quella di Kirk T.
McDonald nel suo articolo "A capacitor paradox (July 10, 2002; updated
December 22, 2019)" per il circuito a spira di Fig.2
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In cui W= potenzairradiata in watt, 7= corrente nella spirain A, a = raggio
della spira in m, A=lunghezza d'onda emessa in m

Per l'analisi che segue possiamo assumere il circuito di Fig.2 per entrambi

gli autori. Dalle formule di cui sopra la resistenza di radiazione ¢ R, =

mentre la resistenza ohmica del circuito, non esplicitata in Fig.2, &

attribuita a conduttori e resistenze parassitiche varie (nulla ci impedisce
pero di rappresentarla con una R concentrata in serie).

Fabri applica le sue considerazioni ad un circuito CRLC con R=100m(2,
L=153 pyH, C=1nF (2 condensatori), r=20cm.

R1 L1

T 1in 100m

o ~‘7c2
1.53p =7

.tran 40u uic
\icV(N0OO1)=1

Fig.3
Per appurare la risposta del circuito si calcola la disuguaglianza

2
R 1 - T :
— | <—— che se verificata indica una risposta sottosmorzata.
2L) 1
—CL
2
Si ha 1,06x10°<1,31x10" verificata con larghezza.

. . . \N 1
La frequenza di oscillazione & f:—1
ZE‘/—CL

2

2 = 300 52,14m. (Notare che i 2 condensatori C sono in serie per cui

C S S

la capacita totale da considerare e %C).

=5,754MHz e lunghezza d'onda

La frequenza si pud verificare con la FFT di LTSpice. Oppure possiamo

. . . . 1
misurare il periodo 7 sul diagramma temporale essendo f:?.

Ai capi del condensatore inizialmente carico la tensione variera nel tempo
come nella figura seguente
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in cui l'inviluppo esponenziale discendente vale Vc(t):%(ne “) nella

R \
quale a=_- e V.(0)=1V. Quando t=$=%=30,6,us dovra essere

Vc(l=30,6,usj=;(e+lJ 0,684V . Misurando sul grafico di LTSPice
(04

e

otteniamo una sufficiente approssimazione. Per verificare questi valori
possiamo anche esportare la lista dei valori del grafico (time, V(n0O01))
cliccando il destro del mouse sul grafico e scegliendo File->Export data as
text. Cercando intorno ai valori calcolati vediamo che la migliore
approssimazione & data da (tempo 3.060273979220636e-005, tensione
6.691809e-001): concordanza buona ma non perfetta con i valori teorici pur
essendo il passo di discretizzazione di circa 6,5ns.

Per  quanto riguarda  la  resistenza  di radiazione ¢

ra

4
R, :I—VZ:3,076x105*(%j =6,659*10°Q che & circa 1500 volte inferiore

alla resistenza ohmica (100m(2) e pertanto la dissipazione radiativa, pur
esistendo, & trascurabile rispetto a quella Joule.

McDonald invece applica le sue considerazioni a un circuito CRL, ovvero con
singolo capacitore C, in scarica con R=50m(), L=1,3pyH, € =11,5uF, r=2cm.

.tran 400u uic
.\ic V(NOO1)=1
Fig.5

La simulazione LTSpice fornisce per V.(t)=V(NO001), I(R), I(L) le
risposte



Fig.6

Che hanno una frequenza misurata (con FFT) di f=41,278kHz (e quindi

A :ﬂ=7267,79m), abbastanza vicina a quella teorica (/' =41,162kHz ).

m
MHz

La resistenza di radiazione ¢ R _,=1,7x10""Q del tutto trascurabile
rispetto a quella ohmica (50 m{2) per cui anche per questi valori la
dissipazione radiativa e trascurabile.

Prima di affrontare il paradosso nella sua forma originaria bisogna valutare
qualche caso in cui, insieme alla dissipazione Joule, ci sia una significativa
emissione elettromagnetica, paragonabile o superiore a quella Joule.

Riprendendo il circuito di Fabri cambiamo solo il valore della resistenza
ohmica in modo che sia uguale a quella di radiazione, ovvero
R =R, =66,59%10°Q. Essendo in questo caso le resistenze molto basse,

per far funzionare bene la simulazione in LTSpice, bisogna eliminare le
resistenze ohmiche occulte nell'induttore. In LTSpice si puo fare in due
modi. Un modo che imposta i parametri in generale & andare nel ment Tools-
>Control Panel->Hacks! e togliere la spunta alla voce Rpar e invece metterla
a Rser. L'altro modo, che imposta i parametri per il singolo componente, &
andare a vedere il pannello delle proprietd di L1 e porre sia Rserie=0
(altrimenti c'e una predisposizione di Im{2) che Rparallelo=0.

Il circuito da simulare diventa il seguente

RL Rrad L1

et
£ 66,59u 66,59u 1.53p T
1in ‘ in

Sl
.tran 100m uic
.ic V(N0OO1)=1

Fig.7
che geometricamente supponiamo essere sempre una spira di raggio

r=20cm.



Essendo R =R, la dissipazione per effetto Joule uguaglia la dissipazione
per irraggiamento elettromagnetico.
Per appurare la risposta del circuito si calcola la disuguaglianza

2
R +R 1 . . e .. .
L__rad | < in cui C=C,=C, che se verificata indica una risposta
2L 1
1 ~CL,
2
sottosmorzata (nella risposta sovrasmorzata, ovvero senza oscillazioni, il
segno della disuguaglianza si inverte da "<" a ">").
Si ha 1,89x10° < 1,31x10" ampiamente verificata.
L'andamento della tensione sul condensatore C, &

40ms 50ms. 50m:
I i 8
lg ©

. T N 1

La frequenza di oscillazione & sempre f=———
1

27, /ZCL1

mentre per la costante di decadimento si ha RL: 22,97*107s .
1 + rad

=5,754MHz

Nella figura sotto la FFT della fensione in cui spicca 'armonica principale

11111

e

“Fig.9
Infine ho simulato in LTspice un circuito CL con L=7pH e C=4pF con
condizioni iniziali V. (0)=1V".

=11 C1

“7p 4

F——

.tran 1n uic
Jdc V(NOO1)=1

Fig.10
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La simulazione fornisce, un'oscillazione persistente con frequenza

f=30GHz (periodo T:%:33,3*10‘12s), come aspettato, ovvero una

lunghezza d'onda r=1cm.

V(n001)

Fig.11
Questo accade perché LTSpice non prende in considerazione Ile
dimensioni geometriche del circuito e quindi ignora I'emissione di energia
elettromagnetica.

Se supponiamo che il raggio della spira circuitale sia uguale alla lunghezza
donda r, =A=lem laresistenza di radiazione diviene molto alta

spira
Rmd:%:3,076*1059:307,&(!2 e quindi l'emissione elettromagnetica
significativa.

Per simulare in LTSpice l'irraggiamento elettromagnetico ho posto in serie
hel circuito la resistenza R, =3,076*10°Q

Rrad L1 . . . :
o Ma se inserisco una resistenza di tale
SAPALLS 7p valore nel circuito in questo caso |l
g comportamento di esso  cambia
.tran 1f uic let t
Fig.12

Infatti passo da un caso non smorzato a un caso sovrasmorzato

2
i (%} =4,83%10 >>L:3,6*1022 con una rapida
1 11

crescita della corrente fino ad una i, e poi un

decadimento esponenziale pit lento senza
oscillazioni.




Si ha i(t)=Ae" + Be™ dove s,,5,=—a+ o’ -a] , a:%, w, :% e A,B
dipendono dalle condizioni iniziali. Essendo i(0)=0=4+B & B=-4 e quindi
i(t)=A(e" —e™) con 4 da determinare.

Dati i valori di CRL & s,=-8,127-10°, s, = -4,394*10" e quindi s,>s,. Cid
1

S

S5

implica la relazione <|—|tra le costanti di ftempo determinanti

1

Sy

=2.275%10"s

rispettivamente della fase crescente, , del grafico della

S

corrente i(¢), e della fase discendente, |—=1,230%10"s. Per determinare

t,,, ovvero il tempo nel quale la corrente raggiunge il massimo i, si puo
. di(t : . 1 S

eseqguire L:0 dalla quale si ottiene ¢, = In| 2| ovvero
dt (S1 - S2) S,

t,, =0,562*10"°,  Poiché dal diagramma di LTSpice si ha
i =3.251*10" Ampére si ottiene A= 3,251%10°,
In figura la fase di crescita della corrente i(¢) nel primo femtosecondo

Fig.14
Invece la tensione sul condensatore &, trascurando per semplicita il
termine con s,= -4.394*10", del tipo Ve(t)=V.(0)e" e quindi
Ve(0)=1V

———=0,368V essendo s, =-8,127-10°.
e

1
Vo(—
S

)=

1

! =1,23*10"°s

La costante di fempo, misurata sul diagramma temporale, & |—
S
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V(n001)

Fig.15

Per la verifica teorica possiamo calcolare V.(t)=V.(0)e"" in cui

. R 1 . . .
s,=—a+ a’-w, ed & a= 2de e w, N7k Eseguendo i calcoli otteniamo

S

la costante di fempo |—|= 1,230*10°°s identica a quella misurata.

Per quanto riguarda l'energia persa per irraggiamento elettromagnetico e
Eirradiata = J‘:lz (I)Rlad dt = AzR}‘ad J‘:(eSlt - eSZt )2 dt

che deve coincidere con l'energia iniziale immagazzinata nel condensatore
E, :%CIVI.2 =%C1 =2*10"Joule essendo V,=1Volt
Risolvendo l'integrale otteniamo

E =A’R_,*5,461*107

irradiata
Poiché deve essere
E

irradiata

=A’R,_,*5,461*%107 =2*10"" Joule
B 1
3,076 *10°

\ V. (0
essendo R_,=3,076*10°Q e 4= 3,450*10° ~ (0)

=3,251*10°
R

rad

che torna con il calcolo tramite ¢, e i
Per quanto riguarda lo spettro in frequenza della i(¢) la FFT mostra una
risposta di tipo passa-basso

100MHz

Fig.16
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che pero non evidenzia alcun picco alla frequenza f =30GHz del

CL originario. A questo punto ci si chiede quale sia il comportamento
effettivo del circuito. Ne discutiamo nelle conclusioni insieme al problema
del paradosso nella sua forma originaria a due condensatori con R=0 ed L=0.

CONCLUSIONI

Nella configurazione CRLC o CRL se la dissipazione radiativa & trascurabile
I'energia iniziale immagazzinata nei condensatori finisce in aumento di
temperatura della resistenza ohmica R #0 e quindi dissipata nell'ambiente
in forma di calore, se possibile. Allaumentare del valore di R aumenta il
tempo in cui avviene la dissipazione Joule ma non la dissipazione stessa di
energia che ¢ indipendente dal valore di R purché R+#0. Nel caso del
circuito a due condensatori, se i condensatori hanno capacita uguali C, =C,
la dissipazione d'energia & la meta di quella iniziale ma se sono diverse
C, #C, la dissipazione di energia & diversa dalla metd e puo essere sia
maggiore che minore. Infatti sia la carica iniziale Q,=CJV, concentrata
tutta nel condensatore C, a tensione 7,. Nello stato finale, dopo la chiusura
dell'interruttore e la fine del fransitorio, si ha 0, =0 +0,=(C +C,)V,
essendo V,=V,=V,. Pertanto la tensione finale sui condensatori sara

Cl

(C+C,)

1 . . 1 1 . .
E, :EClVf. Nello stato finale si ha E, ZECIV; e E, :ECJ/} la cui somma &

V,= V.. L'energia elettrostatica iniziale concentrata tutta su C, e

E.f' _ Cl

E C+C,°

i

E, =E +E, per cui

In un circuito CL puro, ovvero con R=0, e nel quale si possa ftrascurare
I'emissione elettromagnetica, si ha un'oscillazione stazionaria senza
dissipazione di energia: I'energia elettrostatica immagazzinata inizialmente
nel condensatore si trasferisce in energia magnetica nell'induttore e
viceversa, analogamente a un pendolo senza attrito. Lo stesso accade in un
circuito CLC in cui I'energia si trasferisce dal condensatore inizialmente
carico all'induttore e poi al secondo condensatore e viceversa. Se invece in
questi circuiti CL o CLC l'emissione elettromagnetica e significativa ci
saranno oscillazioni smorzate oppure un rapido fransitorio nel caso

sovrasmorzato. Nel caso CL da noi analizzato con D=2*10"m

2D : -
oV _ g 51 per cui la condizione

c

12

Vmax=3*1010HZ e ¢c=3*10m si ha



2D . . . . N .
E WV max ] per l'uso di parametri concentrati non e soddisfatta. Questa
C

potrebbe essere la spiegazione del perché otteniamo risultati diversi nelle
simulazioni eseguite sopra con LTSpice. Per poter utilizzare ancora, anche
se con una certa approssimazione, I'approccio a parametri concentrati e
inserire nel circuito in serie alla resistenza ohmica la resistenza di
radiazione deve essere R, sufficientemente piccola in modo da non
perturbare troppo il regime di funzionamento del circuito.

R1

[ {(i_mﬂp}ﬁz In un circuito CRC non si hanno
1 1 e .
= g n oscillazioni in  nessun caso ma solo un
.param R=10p "~ .tran 0.00001f uic . . .
step parama 01 0.01 .ic V(N0O1)=1 transitorio esponenziale.

Fig.17
Gli andamenti della tensione V.. (¢) e della corrente I, (¢) sono

1

V. (0 L V. (0) =
Vc(t):—cl( 1o eIR(t):—Cl( ) we
: 2 : R
Il limite da destra dell'espressione della corrente 1, (¢)vale

t t
lim {VC—(O)e“} =+, mentre per t>0  lim {Vq—(o)e“}zo il che
(R{0707)| R (Ri.t)>(0%,1>0) |

significa che I'impulso di corrente in questo limite & una delta di Dirac che
produce un'emissione elettromagnetica il cui spettro in frequenza é
uniforme e la cui energia ¢ la meta dell'energia contenuta inizialmente nel
condensatore C, =C,. Mentre l'impulso di tensione & in t=0 pari a V. (0)

Y (0)

mentre per >0 e R =0 vale 012 . Nella figura si riporta la simulazione

con LTSpice nella quale si intuisce come il limite della famiglia di curve di
I, (t) tenda ad una delta di Dirac passando, nella finestra temporale

mostrata di frazioni di femtosecondi, da 1 tera-ampére a zero.

Fig.18
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Nei casi in cui I'emissione elettromagnetica e significativa per dei calcoli
pitl precisi si dovrebbe usare almeno il modello a parametri distribuiti e, in
certe configurazioni, direttamente le equazioni di Maxwell specificando nel
dettaglio la struttura fisica del circuito.

Bisogna anche rilevare che nella realta, e specialmente ad alte frequenze,
non si puo porre la L, l'induttanza, uguale a zero in quanto essa & una
proprieta che dipende dalla geometria del circuito e quindi non sembra
fisicamente eliminabile.

In definitiva 'emissione elettromagnetica, come abbiamo visto nell'ultimo
esempio, diviene importante, nei casi pil comuni, per bassi valori delle
capacita e dell'induttanza, ovvero a frequenze molto alte e comunque

lunghezza d'onda piccola confrontabile con le dimensioni del circuito o
addirittura minore.

Uno degli intenti della nostra trattazione era quello di far vedere che in
oghi caso deve valere il principio di conservazione dell'energia anche per
circuiti estremamente idealizzati.

L'altro intento era quello di evidenziare i limiti dei modelli nel trattare
circuiti e componenti reali.

Sarebbe interessante eseguire un esperimento specifico sul paradosso con
i due condensatori in superconduzione. Una difficolta che puo emergere in
questo tipo di esperimenti € che un improvviso flusso di corrente
sufficientemente grande, generando una rapida e intensa variazione del
campo magnetico, puc distruggere lo stato di superconduttivita. Per questo
nei magneti superconduttori la corrente continua viene iniettata
lentamente a gradini nell'avvolgimento fino a raggiungere il valore di regime
sotto il controllo di un microprocessore. Questa corrente, che a regime nei
magneti usati al CERN é tipicamente intorno ai 46kA, potrebbe persistere
per decenni senza essere alimentata. Comunque anche in stato di
superconduzione l'induttanza del circuito non € nulla, anzi nei magneti e
grande. In altri tipi di circuiti superconduttori possiamo renderla la piu
bassa possibile ma non sembra eliminabile. Insomma imporre
contemporaneamente R=0 e L=0 ad un circuito appare un'idealizzazione
eccessiva. Infine campi elettrici e magnetici ad alta frequenza, che sono
quelli che ci interessano, rendono lo stato di superconduttivita ancora piu
instabile e quindi molto delicati esperimenti di questo genere.
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